




Brud i beton : State-of-the-Art





Også kaldet Forlagets PDF
Link to publication from Aalborg University
Citation for published version (APA):
Ulfkjær, J. P. (1990). Brud i beton : State-of-the-Art: 1. del, brudforløb og brudmodeller. Institut for
Bygningsteknik, Aalborg Universitetscenter. Fracture and Dynamics Bind R9001 Nr. 16
General rights
Copyright and moral rights for the publications made accessible in the public portal are retained by the authors and/or other copyright owners
and it is a condition of accessing publications that users recognise and abide by the legal requirements associated with these rights.
            ? Users may download and print one copy of any publication from the public portal for the purpose of private study or research.
            ? You may not further distribute the material or use it for any profit-making activity or commercial gain
            ? You may freely distribute the URL identifying the publication in the public portal ?
Take down policy
If you believe that this document breaches copyright please contact us at vbn@aub.aau.dk providing details, and we will remove access to
the work immediately and investigate your claim.
Downloaded from vbn.aau.dk on: November 29, 2020
. ~ t?t O.C G ~, ./I. . _) 
• 'T""'__:_,_,_ __ --,.;:--. -.---------:-·-~· . 
DANMARKS TEKNISKE BIBUOTEK 
1-::J 8,--=ttt; 

Brud i beton- State-of-the-Art 
J.P. Ulfkjrer & R. Brincker 
Indholdsfortegnelse 
1 INDLEDNING 
2 HISTORISK OVERSIGT 
2.1 Linerer elastisk brudmekanik . 
2.2 Revnedannelse i beton . . . . 
3 BRUDFORL0BETIBETON 
3.1 Beton pavirket til tryk . 
3.2 Beton pavirket til trrek .... 
4 BRUDMODELLER 
4.1 Den Fiktive Revne Model (FCM) .......... . 
4.1.1 Forbindelse med linerer elastisk brudmekanik . 
4.2 Revneband modellen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 














1 INDLEDNING 2 
1 INDLEDNING 
De betonkonstruktioner, der i dag anvendes i bygningskonstruktioner, dimensioneres 
oftest uden hensyntagen til betons trrekstyrke, der srettes lig nul. Dette giver i de fl.este 
tilfrelde ingen anledning til problemer, specielt hvis sprendingsniveauet er lavt. For 
visse brudtilfrelde, hvor trrekstyrken har betydning, optrreder der imidlertid en markant 
st!llrrelseseffekt, som det ikke er muligt at forklare ud fra de sredvanlige dimensionerings 
redskaber ( elasticitets- og plasticitetsteori) [9]: 
1. B!lljningsbrud af uarmerede eller svagt armerede betonkonstruktioner. 
2. Forskydnings- og forankringsbrud. 
3. Brudforhold i meget store betonkonstruktioner fx. dremninger. 
For at kunne forklare disse brudtyper, er det n!lldvendigt at tage hensyn til, hvorledes 
brud i beton forl!llber. Dette g!llres ved at tage hensyn til betons fuldstrendige arbe-
jdskurve. Betragtes arbejdskurven for beton, nar den ydre belastning er kraftstyret, 




Figure 1: Betons arbejdskurve nar den ydre belastning er kraftstyret, [9) 
tionsstyret, vi! det vrere muligt at bestemme hele arbejdskurven, se figur 2. Den gren 
inden for mekanikken, der beskreftiger sig med konstruktioner, der er revnede, betegnes 
brudmekanik. 
2 HISTORISK OVERSIGT 
2.1 Linerer elastisk brudmekanik 
Den f!llrste, der anvendte brudmekanik, var Griffith [14], der i 1920 foreslog, at brud i 
sk!llre materialer sa som glas opstar pga. inhomogeniteter i materialet fx. sma revner 





Figure 2: Betons arbejdskurve nar den ydre belastning er deformationsstyret, [9] . 
(Griffith cracks). Disse inhomogeniteter gav anledning tillokale sprendingskoncentra-
tioner, som det fremgik af Inglis's [20] h~sning af sprendingsfeltet omkring et elliptisk 
hul. 
Griffith introducerede en n0dvendig energibetingelse for, hvornar en revne l0ber. Beting-
elsen formuleres som en ulighed imellem, hvor stor en energimrengde der frig0res , nar 
en revne l0ber, kaldet energifrig0relsesgraden, 9, og den energi der er n0dvendig 
for at danne en enhed fri revneoverflade, kaldet den specifikke overfladeenergi, I· 
Griffth antog, at 1 var en materialekonstant. 
I 1957 foreslog lrwin [21], at revnevrekst opstar pa baggrund af sprendings-singulariteten 
i nrerheden af en allerede eksisterende revne1. Ved at anvende Westergaards [39] l0sning 
af sprendingsfeltet i nrerheden af en revne i et linerert elastisk materiale2 , se figur 3. 
hvor 
fii (B) en trigonometrisk funktion. 
(]'ii sprendingstensoren, [N/m2 ]. 
r afstanden fra revnespidsen, [m]. 
f{I en faktor der afhrenger af den ydre belastning, legemets geometri 
samt revnens geometri,[N/m312]. 
(1) 
indsa lrwin, at sprendingsfeltets form i revnens nrerhed altid er givet ved denne inverse 
kvadratrods singularitet, samt at st0rrelsen af sprendingsfeltet er givet ved faktoren 
1 i modsretning til Griffiths energi betragtning 
2heraf navnet linerer elastisk brudmekanik ·; 
2 HISTORISK OVERSIGT 
Nomine! sprending 
St!llrrelsen af sprendingerne 
langs x-aksen, a 2• 
--~~~~--------------· 
- /{ 1 () ( • () • 3() ) 
a 1 = -- cos - 1 - sm - sm -..jfi;. 2 2 2 
/{ 1 () ( . () . 3()) 
a 2 = -- cos - 1 + sm - sm -..jfi;. 2 2 2 
Figure 3: Sprendingsfeltet i nrerheden af en revne, [33]. 
4 
I<1 , der benrevnes sprendingsintensitets faktoren. 0nskes sprendingerne i et givet 
punkt besternt i revnespidsens nrerhed, er det derrned kun n!lldvendigt at fastlregge !{1. 
Sprendingsintensitetsfaktoren er givet ved f!lllgende udtryk: 
l<IC = ao.,;;a g(geometrien) (2) 
hvor 
g(geometrien) en funktion der er fastla.gt ud fra legernets geornetri. 
ao den ydre belastning, [N/m2]. 
a revnelrengden, [m]. 
Irwin foreslog endvidere, at nar K1 opnar en kritisk vrerdi, den kritiske sprendingsinten-
sitetsfaktor ell er brudsejheden J( IC, vil revnen begynde at l!llbe. Irwin 
antog, at brudsejheden var en materialekonstant. Endvidere bevidste han relationen: 
K1c = J9cE = ac.JiO, g(geometrien) 
hvor 
9c Den kritiske t!Zljningsenergi rate (9c = 21 ). 
E Elasticitetsrnodulet. 
ac den ydre belastning der f!llrer til kollaps. 
(3) 
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2.2 Revnedannelse i beton 
Revnedannelse af cement og beton, har vreret genstand for seri!ils forskning siden 1928, 
hvor Richardt o.a. (29] unders!ilgte revneudviklingen i beton pavirket til tryk. 
Den f!ilrste, der anvendte linererelastisk brudmekanik, LEFM3 , pa beton, var sa vidt 
vides Kaplan (23], der i 1963 udf!ilrte en rrekke fors0g. Kaplan udf!ilrte bjrelkefors!ilg 
med bjrelker der havde en initial krerv, pavirket i tre og fire punkts b!iljning. Ud fra 
disse fors!ilg fors!ilgte Kaplan at bestemme brudsejheden ud fra ligning (2) , og han 
konkluderede, at brudsejheden ikke va.rierede med krerv lrengden. Istedet observeredes 
en markant st(i:lrrelses effekt, som han tillagde langsom revnevcekst4 • 
I en diskussion af Kaplans artikel afviser Blakey og Bersford [3] Kaplans fortolkninger, 
istedet foreslar de, at Kaplans resultater kan forklares med ideer sa som: st!ilrrelseseffek-
ter, variationen i belastningstyper samt energidissipation. 
I en diskusion af Gliicklich [11], st!iltter Gliicklich Kaplans arbejde. Han nrevner dog 
tre begrrensninger for hans tilnrermelser: 
• Langsom revnevrekst. 
• Usikkerhed med hensyn tillwill\en revne, der vil vrere den kritiske i en stor beton 
konstruktion. 
• Graden af ubestemthed af konstruktionen. 
I en tredje diskussion af dette pionerarbejde, st!ilttes Kaplan i sine konklusioner af Irwin 
[22]. Irwin mener, at der er n0dvendigt at male den effektive revnelrengde, for at kunne 
bestemme J(IC korrekt. 
I 1966 malte Hughes og Cha.pma.n som de f0rste, den fuldstrendige arbejdskurve for 
beton i trrek. 
Siden da har et betydeligt antal forfa.ttere fors!ilgt at bestemme brudsejheden, samt 
at fastlregge om beton er krervf!illsom ( dvs. om J(IC er konstant overfor rendringer i 
den relative krervlrengde). De fleste forskere anvendte kcervede betonbjrelker pavirket 
til tre-eller fire-punkts b!iljning. En deta.ljeret gennemga.ng af denne littera.tur findes i 
[24,25,5]. I det f!illgende gennemga.s resulta.terne fra tre af de vigtigste af disse arbejder. 
I 1976 pastod Wa.lsh (37], at kun nar et legeme er sa tilstrrekkelig stort, at zonen med 
sprendingsforstyrrelser bliver forholdsvis lille, kan denne antages at vrere omgivet af et 
sprendingsfelt, hvis st!ilrrelse er i overensstemmelse med den ideelle spcendingsfordeling 
opnaet ved LEFM. Wa.lsh va.r den f!ilrste, der satte sp!ilrgsmalstegn ved om effekten fra 
langsom revnevrekst var skyld i va.riationen a.f J(IC· Ha.n mente, a.t det i stedet skyldes, 
at pr(i:lvelegmerne var for sma. 
3 linear elastic fracture mechanics 
4 revnevcekst som ikke fl'lrer til endeligt kollaps 
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Higgins og Bailey [16], udf0rte brudfors0g med cementpasta og fandt, at I<w 0gedes 
med pr0veemnets st0rrelse. De konkluderede, at LEFM ikke er anvendelig for hrerdnet 
cement med pr0veemner af den st0rrelse de anvendte, idet st0rrelsen af zonen med 
sprendingsforstyrrelser er sammenlignelig med pr0veemnets st0rrelse. 
Samme ar udf0rte Schmidt [32] fors0g med Indiane Limestone, og malte brudsejhe-
den ved tre punkts b0jning. Han fandt, at Kw 0gedes med st0rrelsen af den relative 
revnelrengde og legemets st0rrelse indtil en maksimal vrerdi, som Schmidt betragtede 
som vrerende en grrensevrerdi . 
Specielt i firserne har der vreret afholdt en del internationale konferencer, der har 
beskreftiget sig med brudforhold og brudmekanik for beton: 
• Fracture Mechanics of Concrete, Editor: F.H. Wittman, Elsevier, 1-680 (1983) 
• Fracture Mechanics of Concrete: IVIa.terial Characterization and Testing, Editors: 
Carpinteri, A.R. Ingraffea, The Hague, Nijhoff (1984). 
• Application of Fracture Mechanics to Cementious Composites, Editor: S.P. Shah, 
Nijhoff, 1-714 (1985) 
• Fracture Toughness and Fracture Energy of Concrete, Editor F.H. Wittman, 
Elsevier, 1-699 (1986) 
• Brittle Matrix Composites, Editor A.M. Brandt, Elsevier, 1986. 
• Fracture and Damage of Concrete and Rock, Editor H.P. Rossmanith, Pergamon 
Press, 1988. 
• Brittle Matrix Composites 2, Editor A.M. Brandt, Elsevier, 1989. 
• Fracture of Concrete and Rock- Recnt developments ,Editors: S.P. Shah, S.E. 
Swartz and B. Barr, Elsevier, 1-756 (1989) 
Det skal nrevnes, at der ligeledes ha.r vreret afholdt bilaterale konferencer. 
I det f0lgende gives en gennemgang af de senere ars forskningresultater, idet hov-
edvregten er lagt pa brudforl0b og brudmocleller. 
3 BRUDFORL0BET I BETON 
3.1 Beton pavirket til tryk 
Bade cementpasta og beton er kompositmaterialer, der bestar af strerke partikler, der er 
fordelt i en svagere matrice5 . I cement pasta er uhydratiserede cementkorn fordelt i ce-
5 i normal styrke beton 
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T!lljninger 
Figure 4: Arbejdskurver for tilslagsmaterialet, cement og beton [24]. 
menthydrater (C-S-H). I beton er tilslagsmaterialet (sand og sten) fordelt i cementpas-
taen [24,41]. Betragtes arbejdskurven for tilslagsmaterialet, se fig 4, i kraftstyret tryk, 
observeres et stort set linerert forl!llb indtil peaklasten samt, at materialet er spr!lldt. 
Det samme forl!llb haves for cementpasta indtil ea 95% af peaklasten. Trykarbejdskur-
ven for be ton er derimod ikkelinerer, og der observeres desuden en lang nedadgihmde 
gren efter peaklasten. Denne ikkelinearitet skyldes delvist vekselvirkningen imellem de 
to materialer, idet sammenhrengen ( adhresionen) i materialet er srerdeles imperfekt. 
Derudover er der en betydelig revnevrekst i cementpastaen, nar belastningen !llges (70-
90% af brudlasten) [19]. Det mere linerere forl!llb af arbejdskurven for cementpastaen 
skyldes en vresentlig bedre sammenhreng imellem de uhydrerede cementkorn og C-S-H. 
Arbejdskurven for beton pavirket til tryk kan inddeles i fire omrader, [12] se fig. 5, 
samt den nedadgaende del af kurven. T.T.C Hsu o.a [19] observerede ved hjrelp af 
mikroskop og r!llntgenteknikker, at allerede inden lasten bliver paf!llrt, er der en bety-
delig mrengde adhresionsrevner6. If!lllge [34] for!llges det specifikke revneareal med 26% 
over hele revneforl!llbet, hvilket svarer til, at 80% af alle revner er initialrevner. 
Disse stammer formentlig fra svelning af betonen, idet svelning netop giver anledning 
til tangentielle adhresionsrevner, hvorimod svind giver anledning til radirere revner i 
cementpastaen,[41]. Tangentielle a.dhresionsrevner kan ligeledes dannes i forbindelse 
med bleeding af betonen, isrer hvis betonen ikke er velgraderet og hvis der anvendes 
et ru tilslagsmateriale [15]. Dette bekrreftes af Dhir og Sangha [7] som observerede, at 
revnetretheden er st!llrst i den horisontale retning, ved alle sprendingsniveauer. 
















Hurtig revnevrekst af matrieerevner 
Y deliger vrekst af adhresionsrevner 
plus langsom revnevrekst af matrieerevner 
Langsom revnevrekst af adhresionsrevner. 
Eksisterende adhresionsrevner 
vokser kun licit 
QL-----------------------------~ 
T~jninger 
Figure 5: Arbejdskurven for beton i tryk inddelt i fire regioner, [24]. 
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For belastninger under ea. 30% af peaklasten, <:TuJt, er der stort set ingen vrekst 
af disse revner, og trykarbejdskurven er nresten linerer, se fig 5. Efterhanden som 
adhresionsrevnerne begynder at l0be og deres an tal !Zlges- henholdsvis pga. sprendingsint-
ensiteterne og pga. tilslaget og eementpastaen har forskellig stivheder (35] - bliver ar-
bejdskurven stadig mere ikkelinerer. Nar belastningen er ea 50% af <:TuJt, vil der udover 
adhresions revnevrekst opsta revner i eementpastaen l~bende imellem tilslaget og no-
genlunde parallelt med belastningsretningen. Ved ea. 75% af <:TuJt begynde et mere 
komplekst revnesystem at udvikle sig og revnerne i eement-pastaen m~der efterhanden 
adhresions-revnerne, og revnesystemet er til sidst sa udbredt, at endeligt brud udvikles. 
3.2 Beton pavirket til trcek 
Betragtes arbejdskurven i trrek observeres et licit anderledes forl~b, idet det bemrerkes, 
at betons brudforhold i trrek stadig ikke er fuldt ud klarlagt. Arbejdskurven er stort set 
linerer op til ea 80% af peaklasten, <:Tt [41]. Derefter vil allerede eksisterende mikrorevner 
begynde at l~be, og nye revner vil dannes. Dette vil forega inden for en bestemt 
lokal zone, og man taler om, at t0jningerne lokaliseres7 . St0rrelsen af denne zone 
er endnu ikke fastlagt. Disse mikrorevner vil efterhanden vokse sammen og danne 
en makrorevne. Ved yderligere deformation vil den sprendingsoverf~rende mekanisme 
gradvist rendre sig. Ved peaklasten er sprendingskapaeiteten naet ( trrekstyrken), hvis 
st~rrelse afhrenger af matrieens styrke samt adhresionen imellem matrieen og tilslaget8 . 
Sa snart en kontinuert makrorevne er dannet, bestar den sprendingsoverf~rende mekanis-
me udelukkende af glidningsfriktion imellem de to revneoverflader. Disse krrefter 
1 strain localization 
8 for normal styrke beton 
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Figure 6: Revnebilledet i nrerheden af krerven pa en Betonbjrelke pavirket til trepunk-
tsb!iijning, (6]. 
skyldes at stenene skal rives ud a.f ma.tricen (aggregate interlock). For mellemliggende 
stadier bestar den sprendingsoverf0rende mekanisme af en kombination af de to nrevnte 
mekanismer. Betragtes fx. en uarmeret betonbjrelke med en initial krerv, pavirket til 
trepunkts b!iijning, vil revnebilledet i fig. 6 kunne observeres. 
4 BRUDMODELLER 
I 1983 foreslog Wittman (40], at beton betragtes pa tre niveauer, mikroniveauet, hvor 
hrerdet cementpasta behandles, mesoniveauet , hvor hovedaspektet er store luftporer, 
eksisterende revner og inklusioner og makroniveauet, hvor beton behandles som et kon-
tinuum. I det f!iilgende betragtes beton pa makroniveauet. 
Betragt en betonstang med lrengden lh som vist i fig 7. Stangen er pavirket af en 
D 
b,F -----1 ~b,F 
~c=========~·L•==========r·~·========~~ 
A B c 
Figure 7: Betonstang pavirket af en deformationsstyret trrekkkraft, (17]. 
deformationsstyret trrekkraft, og t!iijningerne males af straingagene A-B-C-D. Strain-
gage A-B-Char lrengden l = ~ medens straingage D har lrengden lt. Antag_es det, at der 
dannes en revne under straingage B, vil arbejdskurverne i fig. 8 opnas. Arbejdskurverne 
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Figure 8: Arbejrlskurver malt af de fire straingage, [17]. 
for straingage A og C er ens, hvorimocl der er stor forskel pa straingage B og D. Dette 
s!Zlges forklaret i det f!Zllgende. I den f0rste fase af fors!Zlget for!Zlges sprendingerne sam-
tidig med, at deformationen, 8, for!Zlges. Denne del af arbejdskurven betegnes den 
opadgaende del. Hvis det antages, at legemet er homogent, vil den relative forlrengelse 
vrere den samme langs hele legemet, dvs. deformationen af stangen kan beskrives ved 
t!Zljningen c = t, dette ses tydeligt af de tre arbejdskurver. 
Efter peaklasten er naet, kommer den nedadgaende del af arbejdskurven (post peak), 
hvor en for!Zlgelse af deformation, 8, formindsker sprendingerne. Dette skyldes som 
tidligere nrevnt, at den for!Zlgede deformation for!Zlger !Zldelreggelsen af materialet i en 
smal zone (proceszonen), der i dette tilfrelde Jigger ved gage B. Den formindskede evne 
til at overf!Zlre sprendinger foregar i proceszonen. Omraderne der ligger uden for denne, 
kaldet bulkzonen, vil dermed aflaste og deformationerne vil falde. Da de fleste dele 
af stangen aflaster, medens hele stangen bliver lrengere, ma den for!Zlgede deforma-
tion dermed forega i proceszonen. Dette frenomen betegnes t!Zljningslokalisering. Da 
sprendings t!Zljningsrelationerne er forskellige for forskellige dele af stangen, er det ikke 
muligt at beskrive materialet ved hjrelp af en relation. 
En model der beskriver betons brudforhold bl?lr derfor indeholde f!Zllgende,[lO] 
A En beskrivelse af hvad der sker i bulkzonen. 
B En beskrivelse af hvad der sker i proceszonen. 
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rY - e. relation 
b b 
Flydesprendings Revnemodeller 
aflastning rY - w relation 
Elastisk 
c c 
Figure 9: Kla.ssifikations skema, (10]. 
I det f!i1lgende gennemgas tre alternativer til hver beskrivelse, og en given model kan 
herefter klassificeres ud fra disse se fig. 9. 
1. Bulkzonen. 
Generelt vil der vrere tale om energidissipation i bulkzonen, kaldet generel skade. En 
mulighed ville vrere at antage linerer a.ftastning til nulpunktet, stivhedstab, medens en 
anden mulighed er at anta.ge, a.t bulkzonen er ela.stisk. Da der altid vil vrere tale om 
aflastning i en del af legemet, er det essentielt for modellen, hvorledes bulk materialet 
modelleres. 
2. Proceszonen. 
For materialet i proceszonen opstilles igen tre tilfrelde: generel skade, stivhedstab og 
flydesprendings fald. De forskellige betegnelser henffi1rer til, hvorledes materialet opf!i1rer 
sig ved aflastning. Hvis belastningen (deformationen) er monotont stigende er de tre 
modeller identiske, idet der sa vil vrere tale om et monotont sprendingsfald. 
3. T!3jningslokalisering. 
Som tidligere nrevnt er det sta.dig ikke klarlagt i hvor star en zone t(11jningsloka-liseringen 
foregar. I en generel model ma ma.n forestille sig, at t(11jningslokaliseringen vil vrere 
givet ved en kontinuert funktion med maksimum der, hvor den endelig revne dannes. 
.... 
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Sredvanligvis antages lokaliseringen at forega i en smal zone (et smalt band), eller i en 
linie (en rev ne). 
I det f!Zilgende beskrives de to mest anvendte modeller, der i deres simpleste form 
er klassificeret ved en ( c,x,c) 9 model og en ( c,x, b) model. Den f!Zirste betegnes Den 
Fiktive Revnes model udviklet af Hillerborg o.a. [17].Den anden betegnes Revne Band 
modellen og er udviklet af Bazant [2]. 
4.1 Den Fiktive Revne Model (FCM) 
Grundlaget for FCM er en kohresiv revne, der blev opfundet sa tidligt som i 1959 
af Barenblatt [1] . Dugdale [S] foreslog i 1960 en matematisk lignende, men dog 
grundlreggende anderledes model, der sikrede endelige sprendinger i nrerheden af en 
krerv i et stallegeme. Rice [28] opfa.ttede de tidligere modeller pa en ny made, og antog 
for elastiske materialer en modholdssprending, hvis st!Zirrelse var afhrengig af separa-
tionsafstanden, og relaterede disse st0rrelser til den kritiske t0jningsenergi rate, 9c. 
I FCM antages materialet i bulkzonen at vrere isotropt og linerert elastisk, og er dermed 
entydigt bestemt udfra ela.stisitetsmodulet, E, og Poissons forhold, 11. Revneinitierin-
gen foregar ved, at den st0rste hovedsprending bliver lig o/0 . Pa dette tidspunkt ud-
vikles en kohresiv revne vinkelret pa retningen for den st!Zirste hovedsprending. Revneini-
tieringen foregar altsa uafhrengigt af triaksialitet. 
Nar den kohresive revne er da.nnet antages det, at der overf0res sp~ndinger igen-
nem denne, hvis st!Zirrelse er afhrengig, af hvor stor afstanden er imellem de to revne-
flader. En revne, der kan overf0re sprendinger, er naturligvis ikke en virkelig revne, og 
denne revne betegnes derfor en fiktiv revne, heraf stammer navnet FCM. For monoton 
revneabning antages stQlrrelsen af de overf0rte sprendinger at vrere givet ved: 
O"=f(w) (4) 
hvor f(w) er en monotont afta.gencle funktion der implicit beskriver !Zidelreggelsen af 
materialet. f(w) er en male1·iale funk:tion se fig. 10. For w = 0 haves O" = O"t og for 
0" = 0 haves W = We hvor W e betegnes den kritiske revneabning, der angiver hvornar 
den fiktive revne ikke lrengere overfQlrer sprendinger. St!Zirrelsen: 
(5) 
angiver den mrengde energi, der er n0dvendig for at danne en arealenhed ny revne, 
og betegnes brudenergien, G F· Betragtes et emne, der er pavirket til abningsmode 
(Mode I), kan f!Zilgende sprendingsforcleling dermed observeres, se fig. 11. F!Z!lgende 
karakteristiske st0rrelser, med dimensionen lrengde, kan herefter defineres [17]: 











Figure 10: Materialefunktionen f( w ), der beskriver sprendings overf!llrslen i den fiktive 
revne, [10]. 
Wch = ~; karakteristisk revneabning 
lch = E~Fkarakteristisk lrengde 
I begge st!llrrelser indgar elastiske og brudmekaniske karakteristika.. G!llres disse to 
karakteristiske st!llrrelser dimensionsl!llse, fortreller disse noget om konstruktionens sejhed[15] 
4.1.1 Forbindelse med linerer elastisk brudmekanik 
Brudenergien bruges typisk som approksimation for den kritiske t!lljningsenergi rate, 
Qc . Dette er dog kun en tilnrermelse, idet de to st!llrrelser er defineret forskelligt . 
Qc er kun defineret for elastiske materialer, medens GF er defineret for FCM. Dette 
har givet anledning til en smule forvirring, idet visse forfattere ikke skelner imellem 
de to st!llrrelser [17 ,18,38,13,36]. Det eneste tilfrelde hvor de to stf,'Srrelser er ens, er 
for elastiske materialer, hvor energidissipationen foregar i en forsvindende lille zone 
omkring revnespidsen. Forholdet imellem de st!llrrelser G F Qc, rna dermed vrere et 
godt mal for hvornar LEFM beskriver brud af betonlegernet. Jo trettere kvotienten er 
pa 1.0, jo bedre er den linerere approksimation. For LEFM er ff<'Slgende eksakte resultat 
opnaet for en bjrelke pavirket til trepunkts b!lljning,[31,27]: 
(6) 
hvor r er en dimensionsl!lls st!llrrelse, der varierer imellern 0.6 og 2.0 rned k~rvlrengden. 




Figure 11: Sprendingsfordeling i betonemne med initial krerv pavirket til abning, [10]. 
Ved at anvende en pertubationsteknik pa asymptotisk uendeligt store legemer har [10] 
vist, at FCM ljijsningen konvergerer imod den linerert elastiske ljijsning11 . Disse asymp-
totiske analyser viste endvidere, at st0rrelsen af legemet, karakteriseret ved D, skulle 
vrere star i forhold tillch· Kvotienten D lch bliver nemlig uendelig star for vilkarlig lch 
nar D ~ oo 
4.2 Revneband modellen 
Revnebandmodellen beskrevet af Rots o.a.,[30] og de Borst, [4] er start set sammen-
faldende med modellen beskrevet af Bazant og Oh [2], bortset fra at den sidst nrevnte 
tillader energidissipation i bulkzonen sa.mt triaksiale effekter. Beskrivelsen givet i det 
f0lgende, {jijlger den af de Borst. Som i FCM krreves en beskrivelse af bulkzonen, 
revneinitieringen samt revneudbredelsen. I tilgift skal tykkelsen af bandet, he, som 
antages at vrere en materiale parameter, fastlregges, se fig. 12. 
Bulkzonen 
Materialer uden energidissipation udviser elastisk opf0rsel. For beton antages det, at 
materialet er linerert elastisk, og dermed entydigt fastlagt ved 
elasticitetsmodulet, E, samt Poissons forhold, v. 
Revnebandsdannelse 
For isotrope materialer antages materialet i et givet punkt som regel at vrere elastisk in-
dtil det tidspunkt, hvor den st0rste hovedsprending overstiger trreksstyrken. Pa dette 
tidspunkt starter bruddet som en zone trette og ensfordelte revner i retningen, der 
11 Dette ville man ogsii. intuitivt fornemme, idet proceszonens st0rrelse dermed bliver lille i for hold 






rendrer konstitutiv relation 
nar trrekstyrken nas. 
Figure 12: Betonemne pavirket til abning, revnebandmodellen 
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er normal til den stl?)rste hovedsprending, og fordelt over bredden he. Som I FCM er 
revneinitieringen uafurengig af treaksede sprendings tilstande. Der er dog opstillet mere 
generelle modeller der tager hensyn til treaksede sprendingstilstande. 
Revneudvikling 
Nar revnebandet er dannet, forbliver revneretningen konstant, og det antages at tl?)jnings 
og sprendingstensorerne forbliver konstante over hele bandet. Som i FCM antages det, 
at sprendingsvektoren der virker pa revneplanerne, pa en eller anden made specificeres · 
udfra middelvrerdien af revneabningen per enhed band. I revnebandmodellen er det 
nl?)dvendigt med en tensoriel beskrivelse, hvis modellen skal anvendes til numeriske 
beregninger, hvilket gl?lr modellen svrerere at tilegne sig end FCM. 
Matematisk formulering af revne band modellen 
Som lige nrevnt antages det at proceszonen kan beskrives ved adskillelige pa-rallelle 
revner. Betragt et element af et revneband, hvis retning er defineret ved dens normal 
n, se fig. 13 Deformationen fra revneabningerne alene ses i fig.13c, hvor den totale 
revneabning over elementet er givet ved vektoren w. Revneabningen pr. enhed band 





T~jningstensoren induceret ved revneabning, cc er givet ved: 
fc = ( ec 0 n + n 0 ec) /2 (8) 
hvor 0 er det dyadiske produkt. 
Den totale t~?Jjning er dermed givet summen af t~?Jjninger induceret ved revneabning, 
samt de elastiske tl?)jninger af materialet imellem revnerne, ce: 
(9) 
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a 
c 
Figure 13: a. Revne band i et element. b. Udeformeret band element. c. Deformeret 
band element pga. revnedannelse, [10). 
Ligning 7-9 angiver de kinematiske relationer for revnebandmodellen. 
De kinematiske ligninger skal suppleres med konstitutive relationer. Sprendingerne 
der overf!Zires igennem revnerne, givet ved t, antages at afhrenge af det tidslige forl!Zib 
af e, og sprendingerne er relaterede til de tilh!Zirende t!Zijninger ved en isotrop elastisk 




hvor >. og JL er de sredvanlige Lame konstanter, E er enhedsmatricen og q>[ec; n) er en 
vejafhrengig funktional af rendringen af ec . 
Ligning 11, er blot den relation der beskriver sprendingsoverf!Zirslen i revnerne , og er 
altsa identisk med a - w relationen fra FCM pa nrer en skaleringsfaktor. 
Energiudviklingen per enhedsvolumen revneband er givet ved: ade. Anvendes lign-
ing 9,10 og 11 fas: 
(12) 
Det-f!Zirste led er den elastiske energi i lagene imellem revnerne, medens det sidste er den 
energimrengde, der er n!Zidvendig for at abne en volumen enhed revneband. Arbejdet 
per arealenhed revneband der er n!Zidvendigt for at !Zige revneabningen, er: 
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Revnet!<1jning, c~n 
Figure 14: Spcendings overf0rsels kurve for revneband modellen, [10]. 
hvilket er identisk med resultatet fra FCM. For ren abning haves t = O"nnn, der for 
monoton revneabning, 11, giver: 
(15) 
hvor J( w) er O"- w relationen for den cekvivalente FCM. Funktionen for J( hcc~n) bliver 
dermed som vist i fig. 14: Arealet under kurven er brudenergien pr. volurnen,gp og er 
relateret til G F ved: 
(16) 
4.2.1 Begrrensninger ved brug af revnebfmdmodellen 
Af den foregaende fremstilling ses det, at revneband rnodellen er fuldstcendig parallel 
til FCM, og de begrcensninger, der er tilknyttet FCM rna derfor ogsa vcere tilknyttet 
revneband modellen. Derudover er der flere svagheder ved modellen. For det f!<1rste er 
der ingen eksperirnentelle beviser for, at revnedannelsen foregar i et band ensformigt 
fordelt over dets tykkelse. V cerdien af he er sat til ea. tre gange den st!<1rste sten 
st0rrelse, forslaet af Bazant. Dette er baseret pa kurvetilpasning af hele pr!<1veemner 
og er dermed en indirekte estimeret vcerdi. Det har desuden vist sig ved nurneriske 
beregninger, at disse beregninger stort set er uafhcengige af bandets tykkelse, nar den 
samme a- w relation betragtes. Dette indikerer at band tykkelsen ikke er en vcerdi, 
der kan tillcegges scerlig stor fysisk betydning. 
Da modellen baseres pa, at revnen initieres i band, er beskrivelsen en ikke lokal beskriv-
else, dvs. hvad der foregar i et punkt er afhcengigt af hvad der foregar i andre punkter 
placeret i endelig afstand fra dette, hvilket indikerer, at band modeller ikke passer ind 
... 
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i almindelig kontinuummekanik. 
Det eneste der retfrerdigg0r bandmodellens eksistens, er dens gode muligheder i nu-
meriske teknikker. 
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